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НЕКОТОРЫЕ АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ РЕШЕНИЙ 
МНОГОМЕРНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО 

КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Аннотация. Для всевозможных решений почти всюду рассматриваемой многомерной сме-
шанной задачи получены в C T W C T L[ , ]; ( ) [ , ]; ( )0 02

1 1
2� �� �� � �  некоторые априорные оценки.

Ключевые слова: смешанная задача, нелинейное дифференциальное уравнение, априорная 
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В  работе получены некоторые априорные 
оценки для всевозможных решений почти всюду 
следующей многомерной смешанной задачи:
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где 0 1� � �� � � � �T x x x nn; ,..., , �  – мерная 
ограниченная область с достаточно гладкой гра-
ницей S , � � �[ , ]0 T S ;
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причём функции a x i j nij ( ) , ,�� �1  и a x( )  измери-
мы и ограничены в  Ω и в области Ω удовлетворя-
ют условиям
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ξi  – любые действительные числа; F , ,� �  – за-
данные функции, а u t x( , )  – искомая функция.

Обозначим через Д Q Q TT T



1 0( ) ( [ , ] )� ��  со-
вокупность всех непрерывно дифференцируемых 
функций, равных нулю в δ  – окрестности боко-
вой поверхности цилиндра QT , имеющей вид: 
Q TT , [ , ]� �� �0 � , где ��  есть совокупность точек 
Ω, удалённых от границы Ω на расстояние, не 
больше δ . Замыкание Д QT



1( )  в норме W QT2
1( )  

обозначим Д QT



1( ). Очевидно, что Д Q W QT T



1 2
1( ) ( )⊂

�
�

1 2
1( ) ( )Q W QT T⊂ .

Определение. Решением почти всюду задачи 
(1)–(3) назовём функцию u t x Д QT( , ) ( )∈



1 , при-
надлежащую пространству L QT2( )  вместе со все-
ми своими производными u t x u t xt xi

( , ), ( , )

( , ),i n=1  u t xtxi
( , )  ( , ),i n=1  u t xx xi j

( , ) ( , , ),i j n=1  
u t xtt ( , ),  u t xtx xi j

( , ) ( , , )i j n=1 , удовлетворяющую 
уравнению (1) почти всюду в QT  и принимающую 
начальные значения (2) почти всюду в Ω.

Отметим работы [1; 2; 3; 5], посвященные из-
учению смешанных задач для нелинейных уравне-
ний третьего порядка.

Теорема. Пусть
1. Обобщённые производные 
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где C const� � 0 , � � 0  – число, фигурирующее 
в (5).

Тогда для всевозможных решений почти всюду 
u t x( , )  задачи (1)–(3) справедливы следующие 
априорные оценки:
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Доказательство. Пусть u t x( , )  – любое реше-
ние почти всюду задачи (1) – (3). Для удобства 
примем следующие обозначения:

f u t x f t x u t x u t x t x u t x( ( , )) ( , , ( , )), ( ( , )) ( , , ( , )),� �� � 
	f u t x f t x u t x u t x t x u t x( ( , )) ( , , ( , )), ( ( , )) ( , , ( , )),� �� � � (9)

H u t x( ( , ) =H t x u t x( , , ( , ), u t x u t x u t x u t xt x tx xx( , ), ( , ), ( , ), ( , )) 
	 u t x u t x u t x u t xt x tx xx( , ), ( , ), ( , ), ( , )) ,� (10)
F u t x f u t x u t x H u t x( ( , )) ( ( , )) ( ( , )) ( ( , )).� � �� (11)

Умножив обе части уравнения (1) на функцию 
2u t xt ( , ) , проинтегрируем полученное равенство 
по цилиндру ( , )0 t �� , где � �t T[ , ]0 :



Section 2. Mathematics

14

{ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )}2 2
0

u x u x Lu x u x dxd
t

�� � � �� � � � �� � � ���
�

	 � ���2
0

F u x u x dxd
t

( ( , )) ( , ) .� � ��
�

� (12)

Пользуясь условиями (2) и  (3), легко полу-
чить, что � �t T[ , ]0 :
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где � � 0  – число, фигурирующее в (5).
Теперь, пользуясь соотношениями (13) и (14), 

из (12) получаем, что � �t T[ , ]0 :
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Далее, пользуясь условием 2а данной теоремы, 
получаем, что � �t T[ , ]0 :
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Кроме того, пользуясь условием 2б данной те-
оремы и неравенством (7), � �t T[ , ]0  имеем:
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где функции H u t x( ( , ))  определены соотношени-
ем (10).

Теперь из (15), пользуясь обозначением (11) 
и  неравенствами (16)–(18), получаем, что 
� �t T[ , ]0 :
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С другой стороны, очевидно, что � �t T[ , ]0  и 
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Теперь, пользуясь неравенствами (20)–(23), 
из (19) получаем, что � �t T[ , ]0 :
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где C C1 20 0> >,  – некоторые постоянные.
Из (24), приняв обозначения
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.

Из (25), применив неравенство Р. Беллмана 
[4, с. 188,189], получаем:

u t x dx
u x

x
dxd

g u t x

t
ii

nt
2

2 2

10

0

( , )
( , )

( ( , )

� �
� ����

�
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�

�
�

�

)) [ , ].dx C t T
�
� � � �5 0

� (26)

где C C C T5 3 4� � �exp{ } .
Из (26), в силу неотрицательности функции 

g u0( ) , следует справедливость априорных оценок 
(8). Теорема доказана.
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